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缘起

•学生一学到抽象向量空间就不行了，畏难不前

•概念化抽象思维缺乏训练、应试思维根深蒂固

•用典型例子增进认知、体会抽象向量空间之妙



热身 （源自 Putnam 2003 B1）



感悟

•维数是向量空间的完全不变量

•欲证“不可能”，经常用“不变量”

•抽象思维的一种方式——提炼



进阶：朱世杰招差垛积术（由林开亮引发）



朱世杰公式的直接证明：算子法

考虑平移算子 𝑇: 𝔽 𝑥 → 𝔽 𝑥 , 𝑓 𝑥 ↦ 𝑓 𝑥 + 1 .

则差分算子 Δ = 𝑇 − 1，于是 𝑓 𝑛 = 𝑇𝑛𝑓 0 .

由二项式定理得 𝑇𝑛𝑓 = 1 + Δ 𝑛𝑓 = σ𝑘=0
𝑛 𝑛

𝑘
Δ𝑘𝑓.

即 𝑓 𝑛 = σ𝑘=0
𝑛 Δ𝑘𝑓 0 𝑛

𝑘
.  将𝑛换成𝑥立得公式.



朱世杰招差垛积术（续）



张寿武



感悟

•向量空间是一切线性关系的总和

•对各种问题应当寻找最适宜的基

•抽象思维的一种方式——形式化



升级：“特征向量”的自然引出（再施算子法）





感悟

•线性的问题都暗含一个线性变换

•算子不能脱离其演算体系去把握

•抽象思维的一种方式——体系化



高潮：用线性代数证明代数基本定理

• 介值性：奇数次（即2是次数的0重因数）实系数多项式皆有根，正数可开方.

• 归约：对𝑓 𝑥 ∈ ℂ 𝑥 ，方程𝑓 𝑥 = 0等价于 𝑓 𝑥 2 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 = 0；只需证

任何（首一）实系数多项式有（复数）根.

• 对多项式次数中因数2的重数归纳，而归纳的初始条件已然成立（介值性）.

• 首一多项式皆为友矩阵之特征多项式（次数=阶数），只需证特征向量存在.

• 对𝑛阶实方阵𝑃，视作𝑛元实二次型之线性替换，诱导出𝑛阶实对称矩阵空间

（
𝑛 𝑛+1

2
维；即2的重数降低）上的线性变换𝐴 ↦ 𝑃T𝐴𝑃；希望从后者的特征

向量构造出𝑷的特征向量.

The Fundamental Theorem of Algebra and Linear Algebra Harm Derksen



用线性代数证明代数基本定理（续）

• 由𝑃T𝐴𝑃 = 𝜇𝐴还搞不出𝑃𝑋 = 𝜆𝑋. 只因线性替换是左乘算子𝐿 𝐴 = 𝑃T𝐴

与右乘算子𝑅 𝐴 = 𝐴𝑃之积（复合）𝐿𝑅 = 𝑅𝐿.

• 单靠积无法解出𝐿, 𝑅，那就再考虑和 𝐿 + 𝑅 𝐴 = 𝑃T𝐴 + 𝐴𝑃. 它是合同

变换 “在I处沿方向𝑃的切映射”：
I+𝜖𝑃 T𝐴 I+𝜖𝑃 −𝐴

𝜖
→ 𝑃T𝐴 + 𝐴𝑃 𝜖 → 0 .

• 因𝐿𝑅与𝐿 + 𝑅交换，存在𝑨使 𝑳𝑹 𝑨 = 𝝁𝑨及 𝑳 + 𝑹 𝑨 = 𝜼𝑨. 据中学

二次方程经验有 𝜆 − 𝐿 𝜆 − 𝑅 𝐴 = 𝜆2 − 𝜂𝜆 + 𝜇 𝐴 = 𝜆 − 𝑎 𝜆 − 𝑏 𝐴.

其中𝑎, 𝑏 ∈ ℂ是二次多项式𝜆2 − 𝜂𝜆 + 𝜇 ∈ ℂ[𝜆]的两根.

• 于是𝑎 − 𝐿与𝑎 − 𝑅中至少有个不可逆，不管哪个都能得出 𝒂𝐈𝒏 − 𝑷 = 𝟎.

The Fundamental Theorem of Algebra and Linear Algebra Harm Derksen



感悟

•抽象向量空间概念普适而灵活

•向量空间之间有着密切的联系

•抽象思维的一种方式——类比



Thanks for attention.
蒋剑剑（宁德师范学院）Email: j.j.jiang@foxmail.com

高等代数课程网址：xueyinonline.com/detail/226138859
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